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1. INTRODUCCION
La necesidad de disponer de un geoide de calidad y precisión es sentida
por toda la comunidad geodésica y geofísica internacional, prueba de elio es
el elevado número de simposios y reuniones científicas que se celebran sobre
la determinación del geoide.
Las redes geodésicas clásicas de triangulación y trilateración deben
tratarse con datos suficientemente reducidos lo que implica la necesaria
consideración de las altitudes del geoide y de las desviaciones de la vertical.
Así, por ejemplo, en la Península Ibérica la influencia en la reducción de
distancias del geoide al elipsoide puede llegar a ser de 3 a 5 partes por millón
con respecto a sistemas geodésicos vigentes, y esto no es despreciable.
Por otra parte, la existencia de sistemas geodésicos obtenidos con técnicas
espaciales diversas (Doppler, GPS, VLBI, etc.) que no son sensibles a las
clásicas reducciones o correcciones, exige si se quieren utilizar con fines
geodésicos de control de redes o incluso en estudios de movimientos de la
corteza, en conjunción con datos de la geodesia clásica, que en el proceso de
formación de los modelos se tenga en cuenta la relación del geoide con los
demás elementos que intervienen y por consiguiente la necesidad de su
determinación. Y esto es sencillamente un esbozo de la situacion.
En estas circunstancias es necesario revisar la metodología en uso para la
determinación de ondulaciones del geoide y actualizaría con el concurso de
métodos estadísticos que bbs permitan garantizar la precisión de los
resultados.
Uno de los métodos más utilizados en la determinación de diferencias de
ondulaciones del geoide es el método de nivelación astrogeodésica con la
aplicación de la fórmula de I-Ielrnert. Describiremos este método en forma
precisa y estudiaremos su aplicación a perfiles y en superficie planteando y
resolviendo los modelos matemáticos utilizadosfinito a un análisis estadístico
Física de la Tierra, núm. 2. tll-148. lid. Univ. Compí. Madrid, 1990.
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de resultados. Al mismo tiempo se han confecionado los correspondientes
programas de cálculo para ordenador que están a disposición de quien los
solicite.
2. DETERMINACION ASTROGEODESICA DEL GEOIDE. FORMULA
DE HELMERT
La determinación astrogeodésica del geoide (en general de un cuasigeolde)
consiste en determinar diferencias de ondulaciones del geoide en función de
las desviaciones de la vertical obtenidas por métodos astrogeodésicos.
La fórmula básica que resuelve este problema puede obtenerse con un
sencillo razonamiento que aprovecha las propiedades del modelo al aire libre.
Consideremos dos puntos E y Q de la superfice topográfica terrestre
rnfinitamente próximos. En estos puntos podemos determinar las coordenadas
astronómicas: latitud $ y longitud A. Sean P’ y Q’ los puntos de la superficie
del teluroide, proyecciones de E y Q según las normales al elipsoide general.
En E’ y Q’ podemos conocer las coordenadas geodésicas (~, A) que serán las
mismas de los puntos Pa’, Q del elipsoide correspondientes en la proyección
de Helmert y que pueden calcularse por triangulación. La definición del
modelo al aire libre nos dice que las distancias P’Py Q’Q son las mismas que
las que separan los puntos correspondientes, siempre según las normales al
elipsoide, del elipsoide y cuasigeoide respectivamente, EJ 1% y QQ, es decir,
conocidas E?, Q’Q, etc. tendremos determinada la superficie topográfica
sobre el teluroide o, lo que es lo mismo, el cuasigeoide sobre el elipsoide. En
particular tendremos determinado el geoide si consideramos el sistema de
altitudes ortométricas. Además, en la superficie topográfica podemos
disponer de la gravedad g y por tanto del ve-flor gravedad real g y en la del
teluroide del-vector gravedad normal y.
Si tomamos un sistema de referencia local en E sean
(Ax, Ay, Az) = PQ . [1]
las componentes del vector PQ, en particular Az es el incremento de altitud
bruta de nivelación dli’, sean
(zXg~, Ag~, zXg~)zz4gg—y [2]
las componentes del vector anomalía de la gravedad, en particular Ag. = zXg
es la anomalía de la gravedad, y sea
dh=dN=Q’Q —E’? [3]
la diferencia entre las distancias elipsoídicas de los puntos F y Q’ a P y Q o
bien la diferencia entre las ondulaciones del geoide entre los puntos
correspondientes pPQP y P,Q
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Por definición de teluroide los potenciales gravificos reales en E y Q son
iguales a los potenciales normales en E’ y Q’, por tanto también será igual su
diferencia, entonces podemos escribir
g~PQ = y1,- E’Q’
.
Ahora bien
pPQP = FU’ + PQ + QQ’
,
luego
= y~ (PU’ + EQ -
de donde
(gp -yp-) PQ=y~.(E’E- QPQ)
Teniendo en cuenta [3] estos productos escalares se escriben
Ag.EQ = —y,, .dli —y,,. dli cos(180) = y,,. dli = y dN
y utilizando [1] y [2] resulta
1dNj-( Ag~ ¿Ya + Ag5 Ay + Ag2 Az).
P g
[4]
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Para obtener la expresión de dN en términos de la desviación de la vertical
recordemos que, por definición, las componentes de la desviación ~eescriben
lON _ 1 dT _
r ry
1 dN _ 1 8T~ _ _ óg,
~rcos~ 8k yrcos~ OX y
donde T es el potencial perturbador y 8g~, 6g~ componentes del vector
perturbación de la gravedad (Heiskanen-Moritz, 1985, p. 233). Hemos
utilizado la fórmula de Bruns N f. Si aproximamos el vector perturbación
de la gravedad por el vector anomalía de la gravedad, lo que es lícito en
aproximación lineal, podemos escribir
[5]
-y
y sustituyendo [5] en [4] resulta
dN = — ~Ax - ~LSY + dli’- [6]
-y
Ahora bien, en el sistema de referencia local se tiene
StAY + y~ZXx = ~cosads + ~senads = OJs, [7]
donde
0=~cosa±ijsen& [8]
es la componente de la desviación de la vertical en la dirección PQ de
acimut a y ds = 1 EQ¡ es la distancia infinitesimal entre E y Q.
Entonces con [7] la fórmula diferencial [6] queda
dN=—Ods+ dli’ [9]
y
Por consiguiente, para dos puntos A y fi distantes la diferencia de
ondulaciones del geoide se obtiene integrando esta expresión, resultando
NB—NA=—j110d5+ A RzXg~~P [10]
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que es la fórmula de nivelación astrogeodésica buscada. obsérvese que esta
fórmula es válida tanto para desviaciones absolutas de la vertical como para
desviaciones relativas (Levalléis, 1970).
Fórmula de Helmert
Como puede observarse, la primera parte de la e¿uación [10] procede de
la integración de la ecuación básica
- dN=—Ods
establecida en la superficie del geoide o bien obtenida bajo el supuesto de que
las superficies de nivel fuesen paralelas, pues entonces, los ángulos que
forman la tangente al geoide en la dirección de acimut a con la tangente a una
superficie paralela al elipsoide en el punto Ede la superficie topográfica y con
otra en el punto g sobre el geoide serían iguales.
En este caso resulta la fórmula de Helmert
N8— NÁ = ds. [11]
Este paralelismo de superficies de nivel será admisible en nuestros
razonamientos cuando las coordenadas astronómicas que figuran en las
expresiones de las componentes de la desviación de la vertical
= ‘1’ - 4’,
= (A — X) cos 4,, [12]
hayan sido reducidas al geoide, es decir las coordenadas observadas en E han
debido corregirse por curvatura de la plomada y movimiento del polo.
La corrección por movimiento del polo viene dada por (Sevilla, M. LI.
1975).
4’ = <1> .— x,, cos A + y,, sen A,
A= A—(x,,senA+y,,cosA)tag~, [13]
donde 4tA son las coordenadas resultantes de la observación y (ir,,.y,,) son las
componentes del movimiento del poío.
La corrección por curvatura de la plomada viene dada por
~ _ Hdg~
g,. dx
A0—A Hdg~ sec4’,g,,, dy
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donde H es la altitud ortométrica del punto E, g,,, es el valor medio de la
gravedad a lo largo de la línea de la plomada entre el punto E del terreno y
el geoide y 8~NI 4g,,, son las componentes del gradiente horizontal de la
gravedad, dx ‘
Si como aproximación se toma la gravedad normal para calcular la
curvatura de la plomada y se toman los valores usuales de los parámetros, las
fórmulas de corrección que se usan son
= 4, — 0’t00017 Hsen 24’,
A0 = A, [14]
donde Hes la altitud en metros.
3. DETERMINACION DE ONDULACIONES DEL GEOIDE A LO
LARGO DE UN PERFIL. ESTUDIO DE LOS ERRORES. COM-
PENSACION
3.1. Método de Helmert. Aproximación lineal
Consideremos, una serie de puntos dato E. i = 1,... ti, donde se han
determinado la latitud y longitud astronómicas y en donde se conocen
también las coordenadas geodésicas y por tanto las componentes de la
desviación relativa de la vertical (~, ij), ¡ = 1. n.
Para una dirección dada por el acimut & en un punto 1’ donde las
componentes de la desviación de la vertical son (¿, ‘j), la desviación de la
vertical según la dirección definida por el acimut & es
0,, = cos & + ~ sen &. [151
Se supondrá que se han efectuado las correspondientes correcciones a las
observaciones astronómicas efectuadas sobre superficie de la tierra, según se
ha establecido en la sección anterior.
Sean I~ y E±~dos puntos en el geoide (en general en la superficie de
referencia utilizada para las correcciones) y ds el elemento de arco de la línea
geodésica que une ambos puntos. La diferencia en ondulación del geoide
entre estos puntos viene dada por la fórmula [‘ii, esto es
— — a [16]
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y llamando r’ al segmento de la línea geodésica que une fl y 1~ tomando
como parámetro de la curva la longitud de arco, la expresión [16] puede
escribirse
— Ni=AN;=~J0a(5)d5. [17]
La ecuación [17J sólo permite la determinación de diferencias de
ondulación y por tanto para determinación de ondulaciones del geoide se ha
de tener el valor de la ondulación en al menos un punto de los puntos dato.
Dicho en otras palabras, conociéndose únicamente valores de la desviación
de la vertical, no es posible determinar ondulaciones del geoide sino
diferencias de ondulación.
Puesto que 0a = 0~ (s) solamente se conoce en un número discreto de
puntos del perfil entre los puntos E, y E~, la integración ha de hacerse de
forma aproximada, es decir por métodos numéricos. El método clásico en la
literatura geodésica es la aproximación lineal de Helmert que evalúa la
integral por la fórmula del trapecio, entonces
— N, = — 6<+0~+~ ¡Xv,, [18]
2
siendo As, la distancia entre los puntos E y ~ yO-, ~ las desviaciones de
la vertical en estos puntos en la dirección de acimut a de J~ J~.
Supongamos los puntos P dispuestos a lo largo de un perfil y
= A y E~ = B los puntos inicial y final del perfil. La diferencia de
ondulación entre los puntos A y fi se obtiene por la suma.
PI> Li PI—’
/al 2
y suponiendo la ondulación del geoide conocida en el punto A, la ondulación
del geoide en otro punto cualquiera P,~ del perfil viene dada por
k< 61+0
-
= IVA — ‘+‘ As,, k = 2,..., ti [¡9]
¡a’ 2
siendo
0, = (4’, — 4’,) cos &, + (A, — X,) cos 4’, sen &,,
= ~ — ~ ) cos ~ + (A,~ — X
4, ) cos 4’~±’sen
[20]
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donde a, es el acimut de la dirección E E1> en P, y a,> de la misma direc-
ción en:P,~~, (4,; A~ las coordenadas astronómicas del punto 1’,- y ~ A,+)
del punto P,±~,(4’,, X,) y (4’,>, X,+,) las coordenadas geodésicas de los puntos
1’, y E,> y ¡Xs, la distancia entre los puntos.
- La aplicación clásica del método de Helmert se suele hacer a lo largo de
perfiles situados sobre meridianos y paralelos. Así a lo largo de un meridiano
tendríamos (sen a, = sen &,,, = O, cosa, = cosa,> = 1) y por tanto
- - k-’ (4’,-,-~ + 4,,) —(4,+ + 4,,) As,, k2,..., ti
NK=NÁ-Z - 2
y a lo -largo de un paralelo de latitud 4’ (cos a, = cos ~1> = O,
sen a=sena,< = 1) y por tanto
,k-l (A,> + A,) — (X,~, + X
)
NK=NÁ—S cos4’As,. k=2,..., ti
¡=1 2
El modelo ideal y que ha sido seguido en algunos paises de gran extensión
como Rusia (Zakatov, P. 5., 1975) es hacer determinaciones astronómicas
sobre una malla de meridianos y paralelos para una posterior compensación
de los distintos itinerarios seguidos por mínimos cuadrados.
3.2. Estudio de errores en el método de Hclmert
En cuanto al estudio de errores propios del método de Helmert daremos
unas breves indicaciones, puesto que ha sido tratado extensamente en (Sevilla
y Núñez, 1979).
Existen fundamentalmente tres fuentes de error:
a) Los debidos a las observaciones astronómicas
b) Los debidos a las coordenadas geodésicas procedentes de triangulación.
cf El error dé - tr’uncamiento - de la fórmula de integráción numérica
utilizada.
Evidentemente entre estos tipos de error y en una aproximación que para
nosotros es suficiente, los dos primeros pueden considerarse de carácter
aleatorio, siempre que la reducción de las coordenadas astronómicas sea
correcta, mientras que los del tipo (e) son sistemáticos.
Empecemos tratando los dos primeros. Sea a la desviación típic~a y
supongamos que los errores en la determinación de la vertical son inco-
rrelados punto a punto, por la ley de propagación de la varianza se tiene que
/‘? + ¡
a(AN) = oQ%)ds [21]
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Ahora bien, se puede suponer que los errores en distancia y acimut al
multiplicarse por las componentes de la desviación de la vertical que son
cantidades de primer orden pueden despreciarse, y por otra parte, para redes
modernas los errores en la determinación de las coordenadas geodésicas son
despreciables frente al error en la determinación de las coordenadas
astronómicas, esto es el orden de 0”03 que, comparado con 0”6 a l’t en las
determinaciones astronómicas de segundo orden, es despreciable. Por tanto
se puede escribir
a (0,,) = (u~ cos2a + oj~ cos’4’ sen2 a)
siendo i4 u~ las varianzas de las determinaciones astronómicas de latitud y
longitud.
Aplicando la fórmula de integración del trapecio a [21] obtendremos que
la desviación típica de la ondulación del geoide a lo largo de un perfil es
(Sevilla y Núñez, 1919)
U~N= (cos24’u~+a~)2
2 2(n—l)
De gran importancia en este método es el error cometido en la
interpolación en el cálculo numérico de la integral [16]. El error proviene del -
truncamiento de la fórmula del trapecio, pudiéndose dar una acotacióñ del
error entre los puntos extremos A y E por -
E (metros) < sen
6
El cálculo aproximado de 60 se puede efectuar de la siguiente manera.
SeanE, A-,P,r-~, tres puntos consecutivos del perfiel, entonces





siendo E, un punto del perfil. -
En cuanto a los errores sistemáticos en las coordenadas geodésicas (4’, X)
en redes geodésicas de calidad y recientemente reobservadas, con control en
orientación ‘ en escala aceptable, la influencia de posibles errores sistemáticos
que perturben las coorde»adas geodésicas resultantes de la compensación es
despreciable para fines de determinación de geoide, puesto que a lo sumo
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pueden llegar a valores del orden del metro frente a los 15-30 metros en las
coordenadas astronómicas.
En cuanto a los errores sistemáticos en la determinación de las
coordenadas astronómicas diremos que su detección no es sencilla, pero con
los equipos de observación actuales en la medida del tiempo y una cuidadosa
preparación de la observación estos pueden minimizarse en gran manera. Los
tres factores más importantes son: la refracción anómala imposible de
controlar, la ecuación personal del observador que debe determinarse antes
de cualquier campaña de astronomía y los sistematismos propios de los
aparatos de observación que con una buena contrastación antes de cada
campaña pueden prácticamente eliminarse.
En los trabajos de Rice, 1962 en Estados Unidos, se da una acotación del
error introducido por estos sistematismos en la determinación de la
ondulación del geoide para observaciones astronómicas de segundo orden del
tipo
E (metros) <0,034 s
para una longitud total de línea astrogeodésica de s kms y estaciones
espaciadas 22 kms. -
En todo este capítulo se han supuesto las observaciones astronómicas
reducidas al geoide, lo que supone el conocimiento de los gradientes de la
gravedad en la línea (Sevilla, M. LI. 1975). Esta corrección para zonas
montañosas es importante, pudiendo llegar a ser del orden de 1 ‘~, lo que para
lados de 25 kms introduce un error de 0.15 metros en la determinación de la
diferencia de ondulación del geoide entre los puntos del lado en cuestión.
Por tanto la exactitud en la determinación del geoide astrogeodésico por
el método de Helmert depende de cuatro problemas diferentes.
a) Exactitud en las determinaciones astronómicas de latitud y longitud.
h) Espaciamiento de las estaciones, dependiendo de la variación de las
componentes (t~ ij) en los puntos del perfil.
c) De los valores de la curvatura de la línea de la plomada, necesarios
para efectuar una correcta reducción de las coordenadas astronómicas al
geoide.
d) Error de truncamiento de la aproximación lineal.
3.3. Compensación en el método de Helmert.
Considerados los ti puntos E, con desviaciones de la vertical conocidas
ahora vamos a discutir brevemente la compensación de una línea de
nivelación astrogeodésica. Utilizaremos el modelo de ecuaciones de observa-
clon.
Las’ relaciones de observación se pueden escribir a partir de [18] en la
forma
— /V, = 1, + y,, [22]
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donde el desnivel observado es
1, = —(0~ + 0,~,) ¿Xs,/2.
Entonces para i = 2 ti —2 se tiene
~PI-I = -N~ + ‘PI~I + VPI1
siendo
= ondulación del geoide en el punto 1 que suponemos conocida
NPI= ondulación del geoide en el punto n que suponemos conocida
= residuo de la i-ésima observación.
Por tanto se pueden plantear las relaciones de observación en forma
matricial,
A x—t=v,
siendo A una matriz (n —1 ,n —2) denominada matriz de configuración o de






y los vectores x y 1 vienen dados por
x = (dV’, N«,> )~,
y y es el vector de residuales.
La solución mínimos cuadrados es (Sevilla M. J. 1986)
= (ATP Ay ATEt,
siendo E la matriz de pesos de las observaciones, que se puede suponer,
a) E = J la matriz identidad,
c) E = (l/AsD2 , i = 1 , 2., n —1.
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En el caso en que el circuito de nivelación sea cerrado, es decir, coincidan
los puntos inicial y final, el planteamiento es el mismo, salvo el vector de
términos independientes que se escribe
Este método sobre perfiles es un caso particular del que se desarrolla en
la sección siguiente.
4. DETERMINACION DE ONDULACIONES DEL GEOIDE EN AREAS
EXTENSAS. COMPENSACION MíNIMOS CUADRADOS
4.1. Planteamiento del problema
Supongamos una región D de la superficie terrestre en donde se han
determinado las componentes ~ de la desviación de la vertical en una serie
de ti puntos no necesariamente regularmente distribuidos.
Introduzcamos en D un sistema local de coordenadas cartesianas planas:
sea (4’~. X0) un punto de origen, se toma el eje x tangente al paralelo hacia el
este y el eje y tangente al meridiano hacia el norte, entonces para un punto
cualquiera (4,, X) de D las correspondientes coordenadas cartesianas planas
vienen dadas por (se supone hipótesis de tierra esféricú)
ir = 1? (A — A0) cos 4’ = 1? A cos 4’— R A0 cos 4’,
y = R (4, — 4’~,) = R 4’ — R4,0.
Las coordenadas cartesianas del origen serán, evidentemente
x0R A0 cos 4’0—R 4,~ cos00,
y0=R4’0-R~bj 0,
siendo R el radio medio terrestre para la zona considerada.
Sean (ir1, y), i = í, ..., ti las coordenadas locales de los ti puntos dato 1’,
en donde se han evaluado las componentes de la desviación de la vertical
dadas por (¿,, 17,) (t,~, flPI) respectivamente. A partir de estos datos y del
conocimiento de la ondulación del geoide en al menos un punto, el problema
es estimar la ondulación del geoide en los demás puntos datos pertenecientes
a ¡3 haciendo mínima una cierta norma que se especificará más adelante.
Matemáticamente esto equivale a determinar la función ondulación del
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y se verifica una condición del tipo
- N(Xr,YF)zrN (xr,yr)ED
en algún punto de D.
Consideremos la diferencial total de la función N
dN— ON dx+ dy=—(~dx+~dy) [24]
ay
y sean E, Q dos puntos de D, la diferencia en ondulación N~-N, entre los
puntos P y Q viene dada por integración de [24]
- - N~ = —J0 (17dx + ~dy).
e
Si las observciones astronómicas de latitud y longitud están perfectamente
reducidas al geoide, la forma diferncial dAt debe ser exacta, es decir
¡dAt =jt dx + dy) = O
para cualquier curva cerrada contenida en ¡3, lo que da unicidad a los
resultados.
La aproximación de ondulaciones del geoide en los puntos dato se hace de
la forma siguiente: Con el conjunto de puntos dato (x,, y), i = 1 ti de D
se forma una triangulación que idealmente ha de ser óptima en el sentido de
lados de distanciamínima y triángulos bien conformados, evitándose en lo
posible ángulos menores de 250, siendo el triángulo ideal el equilátero. Los
puntos en donde se determina la desviación de la vertical suelen ser vértices
de la red de primer o segundo orden en donde se han realizado observaciones
de triangulación, pudiéndose aprovechar el esquema de triángulos ya
definidos. Tengamos en cuenta que la puesta en práctica del método de
Helmert en superficie es la integración de una ecuación en derivadas parciales
de primer orden en dos variables por el método de elementos finitos
(triángulos bien conformados) con la particularidad que los elementos finitos
vienen impuestos por los propios puntos observados, exigiéndose por esto
que la distribución sea lo más homogénea posible.
Sean (TJ, ¿ = 1 ti los triángulos disjuntos de la triangulación
efectuada en D, siendo los vértices de cada triángulo puntos dato en la
desviación de la vertical. Sean E, Q y 1? los vértices de un triángulo cualquiera
Tk, y vamos a considerar la función ondulación del geoide en Tk como un
polinomio de grado 1 en las variables x.y (aproximación lineal de Helmert),
es decir
N (x,y) = a,,, + a,0 x + a0,y , (x,y) e Tk. [25]
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Supongamos para fijar ideas que el vértice E del triángulo es el origen del
sistema de coordenadas cartesiano local y sean (s, a) (distancia y acimut) las
coordenadas polares en dicho sistema de cualquier otro vértice. Entonces
todo punto de 71, se puede representar por
x = s sen a,
y = s cos a,
y [25] en el sistema de coordenadas polares se transforma en
N(s,a)=a0,,+a~0ssena+a01scos cx. [26]





y sustituyendo esto en [26] resulta
N (s,a) = a00 — (t~ sen a + ¿ cos a) s
ahora bien, siendo
= cosa + tj sena
la desviación de la vertical en el origen del sistema local y en la dirección de
acimut a resulta
N (s,a) = a,,,, — OaS [27]
Con esta fórmula podríamos calcular ondulaciones del geoide si
conocieramos la constante ‘~O0, si no se conoce, lo que haremos es determinar
diferencias de ondulación de la siguiente forma:
Aplicando la fórmula [27] a lo tres vértices de cada triángulo, tomando
sucesivamente sistemas locales en los vértices E, Q y R resulta:
Con origen en E
Np(O,a) = a00,
NQ (5p~, apg) = a<,0 — 0~ s,,~,
~R (5PR’ &pR) = a00 —
0PR 5PR,
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Con origen en Q
N,, (sup, aa,,) = a,,0— ~ ~
N0 (O, a) = a,,0,
N~ (~QR. aQR)= a,,0 — OSR
5QR,
Con origen en R
N,, (sRp, aRr) = a,,,, — 0,, sa,,,
N
0 (sRQ, &RQ)= a,,0 — 0Q
5RQ,
NR<’O,a) = a,,,,.
Combinando estos valores obtenemos las diferencias de ondulaciones
— = — ~PO5pQ,
N
0—N~= O3,~sqp=—O%s,,0,
— N~ = — 0%,
5QR,
NR-.-NQ= 6Q5RQ=~0~RSQR,
— NR = 6RP 5RP,
Np—NR = 0RR~t’R=— 0~p5Rp,
y tomando los valores medios resultan las fórmulas
N
0—N,,=—(O;0 +0%) 5p~/2,
NR—NO =—(OSR + OZ,,) 5~4 2, [28]
N,,—NR=—(0%l+O,~P) SRp/2.
Apoyándonos en estos resultados vamos a hacer el planteamiento general
del problema. Sobre una región ¡3 de la tierra se tienen una serie de puntos
[EJ, i = 1 ti en donde se conoce la desviación de la vertical O,, i = 1
ti. Se efectúa una triangulación de ¡3 con vértices los puntos dato con las
condiciones dadas anteriormente. Entonces para cada lado de la triangulación
se tiene una ecuación de la forma
AN~= N0N,=(O,+O~)5,~/2 [29]
siendo ANJ la diferencia de ondulación del geoide entre los puntos
E,, E~; 0,, 0~ las desviaciones de la vertical en la dirección de acimut a de
E, E1 en los puntos P, y E,, y 5,,, la distancia entre dichos puntos.
Sea ti el número de puntos dato y ¡ el número de triángulos disjuntos
(Tk fl 1) = 0 para k #j), entonces la ecuación de Euler nos dice que el
número de lados es (Struik, D. LI. 1973)
m=l+n—l
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que no es otra cosa que el número de ecuaciones en diferencias de ondulación
[29] que se pueden establecer a partir de la triangulación efectuada.
4.2. Aplicación del método de mínimos cuadrados a la determinación del
geoide
Ahora vamos a considerar la determinación astrogeodésica del geoide
como un problema que se puede adaptar a un modelo matemático de ajuste
en donde tenga sentido la técnica de mínimos cuadrados dentro de un marco
probabilístico que se justificará convenientemente (Modelo de Gauss-
Markov).
Se consideran una serie de puntós E-, ¡ = 1 ti en donde se han deter-
minado las componentes de la desviaciónde la vertical (sQ m), i = í,..., ti. Sean
N~, ¡=1 n las correspondientes ondulaciones del geoide (incógnitas a
determinar). Cada punto da lugar ap relaciones de observación del tipo [29],
siendo p el número de puntos unidos con él por la triangulación. Sea el punto
E,yseanP-~, ~ los puntos contiguos, las correspondientes relaciones de
observación que se pueden escribir son
— ~‘ =v,
habiendo tomado unos valores calculados o aproximados de la ondulaciones
N7 = O V? y donde los valores observados son
N~±
1=—(O~+O~) s,~/2 ,j=l p
con
O, = cos a, + i~, sen al9, = cos a~ + ,j~ sen a,,
siendo a, el acimut correspondiente a la dirección E, E1 en E, y a,, el
correspondiente a la misma dirección E, E3 en f~-, s,,, es la distancia entre los
puntos E, , E,, y y, ~~<,•••, y,, ,~,, los residuales de las observaciones
correspondientes.
Imponiendo la condición de mínimos cuadrados
2 -
= minímo
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obtenemos la correspondiente ecuación normal para el punto i, dada por
pN,—N½, — ... —N~~ +1(=0 [30]
Kz=XK,
Para los ti puntos de la red astrogeodésica se tendrán ti ecuaciones
normales de la forma [30], en donde las ondulaciones del geoide son los
parámetros ingógnita a determinar. Ahora bien, las relaciones de observación
dan como valores observados vía desviación de la vertical, diferencias de
onduación del geoide únicamente, por tanto teniendo únicamente estos datos
se puede determinar la forma de la superficie del geoide, pero no su posición
en el espacio con respecto al elipsoide, es decir, se pueden estimar diferencias
de ondulación, pero no ondulaciones propiamente dichas. Para definir la
posición del geoide respecto del elipsoide de referencia es necesario el
conocimiento de la ondulación del geoide en alguno de los puntos dato. En
términos matemáticos, la matriz de ecuaciones normales es para ti puntos una
matriz de ti filas y ti columnas y su rango es (ti — 1), es decir, es singular,
pudiéndose encontrar una submatriz suya de orden (ti — 1) no singular. De
momento nos ocuparemos del caso regular, esto es, supondremos conocida la
ondulación del geoide en al menos un punto de los ti puntos datos en
desviación de la vertical.
Las relaciones de observación pueden escribirse, en la forma general
N,—N,,—K~=v4, .t%=—(O+O,,)s,/ 2 [31]
para dos puntos cualesquiera P , E, , y
NvKqVq, K~= N,,—(O,+ O,,) s,,,/ 2 [32]
para un punto fijo E,, (de ondulación del geoide ZV9 conocida).
Entonces para una red astrogeodésica con ni enlaces u observaciones, ti
puntos con desviación de la vertical y k puntos donde se conoce la ondulación
del geoide, se tendrá una matriz de configuración con m filas y (ti — k)
columnas. Cada fila de dicha matriz tendrá doselementos distintos de cero de
los (ti — k) o solamente uno cuando uno de los puntos que enlaza la
observación sea fijo, por tanto, se trata de matrices totalmente huecas
(sparse).
En forma matricial las relaciones de observación [3 II y [32] se pueden
expresar
Ax — it = y [33]
donde A es una matriz (m,n~k)T ni> (n—k), es la matriz de configuración o
diseño de ajuste, x=(N, N k) es el vector de parámetros u
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ondulaciones incógnitas a estimar, = (k¡,...,km)’el vector de términos
tndependientes u observaciones y x’ = (y,,..., v~, )Tel vector de residuos.
Se plantea el siguiente modelo lineal estocástico tipo Gauss-Markov para
la determinación astronómica del geoide,
A x—t = y
EQ)=Ax obienE(v)=O
cov(y)= E~yv’)=& Q= z,. [34]
ve N(Q,a~ Q)
siendo E () el operador esperanza matemática, coy (.) el operador de
covarianza, N (9 , a~j Q) la distribrución normal m-dimensional de media
cero y matriz de varianzas-covarianzas a~ Q, con u~ el factor de varianza a
priori de peso unidad.
Ahora bien, en este modelo se han supuesto algunas hipótesis que hay que
contrastar, tales como
1. El vector de residuos sigue una distribución normal.
2. E (y) = O, lo que equivale a decir que no existen errores groseros ni
sístematismos.
3. Las p+ecisiones a priori de las observaciones postuladas en la matriz
u~ Q han de ser consistentes con los resultados a posteriori.
Estas hipótesis se pueden contrastar con test estadísticos que discutiremos
más adelante.
Bajo estas hipótesis, la solución minimos cuadrados ¿t, es decir, la que
minimizal Ax — tI ¡2 con la norma definida en el espacio de observaciones
por la matriz de pesos E, viene dada por (Sevilla, M. J., 1986)
E =(ATPAyATPt=N~’d [35]
N=A’EAyd=ATPt [36]
El vector de errores residuales estimado es
y = Ax~t=[AG4rpA)~I,4rp~J1t. [37]
La varianza de peso unidad del ajuste es
y= “‘1’
1v1 (m—’-ti+k). [38]o —
La matriz de varianzas-covaríanzas del vector de parámetro estimado X es
= &~ (A
T EA)-’ = &~ Y>. [39]
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La matriz de varianza-covarianza de los errores residuales estimados ~ es
E1,0 = &~ (E> — AN> 4T)~ [40]
La matriz de varianza-covarianza de las observaciones estimadas 1 es
= A E~, A
T = b~ AN> A”. [41]
5. DETECCION DE ERRORES GROSEROS. FIABILIDAD
Denominamos fiabilidad de una red geodésica (en sentido amplio y
considerando el caso de la nivelación astrogeodésica como un caso particular)
a su resistencia a los errores groseros o equivocaciones, o dicho en otras
palabras, a la facilidad para la detección de los errores groseros. Evidentemente,
cuanto más precisas sean las observaciones y homogéneas, óptima la
configuración de la red, un error grosero será más fácilmente detectable. En
la literatura geodésica se han dado varios métodos para la detección de
errores groseros, de los que vamos a resumir aquí el r-test (LI. A. Pope, 1975)
y el .8-test (W. Baarda, ¡968), así como la aplicación de la hipótesis lineal
general a la detección de errores groseros.
5.1. El r-test de Pope
Consideramos el modelo lineal éstocástico [34] donde se supone que Q es
no singular. El vector de errores verdaderos y cumple la relación
y= EQ)-t,
con la condición E (j) = Ax, y matriz de varianza a priori
= a~ E> [42]
El vector de errores residuales estimados ~ = A¿’~ — it está relacionado con
el vector de errores verdaderos por
[43]
donde (M. J. Sevilla, 1986)
K= I-AN>ATE,
N=ATEA. Ii~~i¡
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La matriz de pesos E = Q> es no singular y simétrica, entonces existe
una única matriz 5 triangular superior tal que
p =
5T5 (factorización de la matriz .1’).
Consideremos ahora los residuales transformados
= 5v,
0’ = SO, [45]
junto con
A’ = SA,
entonces, aplicando la ley de propagación
operadores lineales, se obtiene que
de varianzas-covarianzas para
,,,=STY2,~S=u~STJ> S=ufl’ [46]
luego el- vector y’ se distribuye según una normal de media cero y matriz de
varianzas-covarianzas u~ 1, siendo 1 la matriz identidad.
Por otra parte consideramos el vector ~‘ cuya matriz de varianzas-
covarianzas es por [45] y [40]
= coy (SQ = STZ,~ 5= & ST(Q—A (ATEA)>A’) 5 =
= &~ (1— A’ (A/TAO> A’T)
y poniendo




Si la matriz de pesos es diagonal, que es el caso ordiíiario
[49]
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entonces la matriz 5 viene dada por
y la transformación É¡ji directamente el producto por la raíz cuadrada
del peso
-0,’= x/?ñi-0,. [51]
La varianza del residual i-ésimo W calculada con [42], [43] y [44] y
teniendo en cuenta [45] y [47] viene dada por
2 = 2
_____ [52]U; 0o pi
con k’, el elemento i-ésimo de la diagonal de K’, y a~ la varianza de la unidad
de peso a priori, que supondremos desconocida. Entonces, LI. A. Pope,
basándose en trabajos de T. Thomson, (1954) introduce la 2—distribución
mediante la it de Student por
2-, = \/Pt~..
1/ r—l + t
2,~
1 , [53]
siendo reí número de grados de libertad del ajuste y tía variable t de Student,
demostrándose que la variable tipificada 0,/ñ,, sigue una distribución i- con r
grados de libertad, r=m—ti+k, siendo ahora
= ____ — u~ (E> AN’ ,42-),, [54]
PI
la estimación de la varianza del residual ¡-¿simo, dada por [40].
El test para la aceptación o rechazo de observaciones se plantea en los
siguientes términos,
Hipótesis H0: Se acepta la observación i-ésima
Hipótesis alternativa H1: Existe un error grosero en la observación i-
¿sima y se rechaza.
Se acepta Ha si i$~/b~l < C. [55]
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Se rechaza H~, es decir, se acepta II, si ~¡d. > C, siendo C el valor
critico que depende del nivel de significación del test, y del número de grados
de libertad r del ajuste. Luego
C = tr~la r —l + t2,,>,, - [56]
Digamos finalmente que se ha incorporado al programa de nivelación
astrogeodésica para determinación del geoide por el método de Helmert una
subrutina denominada POPE que determina el valor crítico C, el cual
también puede obtenerse de las correspondientes tablas (Pope, 1915).
5.2. Teoría de Baarda
Una forma intuitiva de contrastar una red es realizar el examen de los
residuales Oque produce el ajuste de mínimos cuadrados. Así, por ejemplo, si
el vector ~ estuviese formado por variables incorreladas se tendría que la
distribución de las cantidades o residuales tipificados ‘%/&. con ñ
0 dado por
[52], sería una distribución normal de media cero y varianza unidad N(O,l).
Ahora bien, esto en la práctica no sucede, demostrándose (W. Baarda, 1968)
que es mejor, esto es, el test es más sensible con respecto a la detección de
errores groseros, si se contrasta la cantidad E~, siendo P la matriz de pesos de
las observaciones, que no es diagonal aunque sigue siendo simétrica.
Toda observación puede analizarse por separado, para lo cual introduci-
mos el vector auxiliar c
T=(0 1 0), si se quiere contrastar la bser
vación i-ésima. Definamos la cantidad.
[57]
siendo entonces la cantidad a contrastar
- w,=f/u
1, [5$]
con w1 e N (0,1) (aproximadamente debido a la correlación de las variables
del vector ~),La desviación tipica de la cantidadf puede calcularse mediante







U~ cT PQ1,, Pc,
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siendo a0e1 factor de varianza de peso unidad a priori que se supone conocido
y Q00 la matriz cofactor de los residuos.
El w-test de Baarda se plantea en los siguientes términos. Dado el nivel de
significación a, el valor crítico ~tt viene dado por
L~ ¡ e’2’ di = 1— a. [60]
Por ejemplo, para u=O.05, w
0=l.96 y para a=O.Ol, w0=2.58.
Si ¡ w,¡ > w0 existe una probabilidad (1 — a) de que la observación ¡—¿sima
sea errónea.
El cómputo de las cantidades w, necesita la determinación de la matriz
= Q — AQ~,A T o lo que es lo mismo de la matriz cofactor de las
incógnitas Q~. Distintas elecciones del vector e desde i = í ni, van
definiendo laWcantidades w, y se contrastan todos los residuales inidividual-
mente.
Parámetros de fiabilidad
A continuación se va a estudiar el efecto que producen en una red
geodésica los errores groseros, esto es, las variaciones que pueden tener las
cantidades de interés geodésico en el ajuste de una red. Supongamos que la
observacton í-esíma está afectada por la presencia de un error grosero o
sistemático A, el efecto que esto produce en el vector de observaciones t es
¡Xt = c• A, [61]
A es un escalar, _ y e son vectores, y como antes
c=(O,... 1 Q)T [62]
La obtención del efecto que produce el error grosero A en otras
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Sea E= QTpQ, entonces el efecto en esta forma cuadrática es
AE=(f+AO)’ P(y+A$) $T pQ —
AOTPAO+2AOTJYO [67]
y puesto que es una cantidad estocástica, su esperanza matemática es
E(AE)=X0” PAO=ag Aw
2. [68]
Esto es válido para cualquier error en una observación. Consideremos
ahora un valor especial o particular, tomado de tal forma que el cambio Ven
una observación puede detectarse con el w-test con una probabilidad fi, que
normalmente se toma el 80% y a un nivel de significación a la denominaremos,
siguiendo la notación de la escuela de Delft, V w (a,/3), teniéndose los valores
a=0.05 /3=80% Vw=Z80,
a=0.0l /3=80% V w=3.44,
a0.00l /3=80% U w=4.13





y sustituyendo en [61], [63], [64] y [65] resulta
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se le llama fiabilidad externa de ir y dependen de c. De forma similar se define
la fiabilidad interna de las observaciones por





Para observaciones incorreladas, Ey por tanto Q son matrices diagonales,
entonces los parámetros que definen la fiabilidad externa e interna vienen












siendo Q,’ y Q1,1, los elementos diagonales de las matrices cofactor a priori y
a posteriori. En función de q, el criterio de fiabilidad se establece diciendo que
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para q1> 0.9 la observación está mal controlada, para q1 <0.9 bien
controlada y para q, < 0.6 muy bien controlada.
Luego a cada observación le corresponden unos valores r~ y r,,
relacionándose su magnitud con la sensibilidad de la red para detectar errores
groseros. Si una observación no está bien controlada, entonces r— a, si una
observación esta relativamente bien controlada, re (5,10) y si r es menor que
5, la observación está muy bien controlada. Si r es mayor que 10 la
observación no está bien controlada. Entendiendo por observación controlada
la sensibilidad de la red para detectar un error grosero en dicha observación.
Estos parámetros son fundamentales para una red geodésica, puesto que la
precisión es una medida difícil de precisar en una red, y la fiabilidad es
perfectamente definible a partir de las propias observaciones y de la
configuración de la red. Pongamos un ejemplo ilustrativo del tema; en la
actualidad se plantea la cuestión de triangular o trilaterar redes puesto que la
trilateración para redes de primer y segundo orden con telurómetros es más
rápida y más económica. Ahora bien en redes de primer orden la
triangulación es mucho más fiable que la trilateración, puesto que para una
red triangulada bien conformada y observada con una precisión angular de
0.5 segundos sexagesimales se detecta un error grosero cuando una
observación está en un error de unos 3-4 segundos. Para una red trilaterada
con una precisión de 2 ppm, se detecta un error grosero cuando está en el
orden de unas 20-25 ppm. En cambio para redes de segundo orden de control
dado por la del primero, el método de trilateración oferta precisiones y
fiabilidades comparadas a la triangulación.
6. ANALISIS DE POSIBLES SISTEMATISMOS
El modelo descrito en la sección 4 dado por
supone dos hipótesis de especial importancia
a) La media del vector y es O es decir, no existen sistematismos en el
modelo.
b) La matriz de varianzas-covarianzas a priori de las observaciones es
cg Q, y cg es la varianza a priori de peso unidad del ajuste.
Estas dos hipótesis son muy restrictivas, en general mucho más que la
normalidad para el vector y o el vector t. En redes geodésicas la presencia de
errores sistemáticos es muy corriente y pueden muchas veces pasar
desapercibidos si los programas de compensación y tratamiento estadístico de
redes no son lo suficientemente completos, o bien, si las redes en cuestión no
verifican requisitos de control y fiabilidad, en cuanto a estar controladas por
redes de orden ~áperior y a que su diseño sea adecuado. Estos errores
sistemáticos son debidos esencialmente a la falta o mala calibración de los
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- instrumentos de medida, a la refracción atmosférica, que en ocasiones es
totalmente incontrolable, con variaciones significativas en plazos de tiempo
muy breves, al campo gravitatorio terrestre, respecto del cual se hacen todas
las observacíones geodésicas, y que usualmente, al menos en planimetría es
despreciado, reducción inadecuada de las observaciones al elipsoide de
referencia, control de orden superior de mala calidad para redes de orden
inferior, etc. El tratamiento matemático de estos posibles sistemáticos
solamente puede efectuarse con la adición de nuevas ingógnitas al problema
considerado, y el posterior estudio mediante los tests estadísticos oportunos
de la posible significación de dichas incógnitas.
Supondremos que se verifican las especificaciones a y b y que la varianza
es una cantidad conocida a priori.
Bajo estas hipótesis, el estadístico
[74]
tiene una distribución central c4X$PI (Núñez, 1987) y por tanto,
É¡u~ (m—ti) —a X~-0 ¡ (m—n), [75]
Entonces,
es una estimación insesgada de la varianza a priori de peso unidad
E (&~) = 4
Supongamos que para nuestro modelo, la hipótesis &~ = cg no se verifica
a un nivel de significación a, es decir,
ag¡0g> ~ al. a [77]
Ante esta posible eventualidad vamos a considerar el modelo ampliado
con incógnitas adicionales y, tomando la hipótesis nula 1I~ formulada por
H0: E(t) = (A C) (~) con las restricciones (O 1) (~) =0, [78]
siendo Cuna matriz (mj~) e y un sector (6,1) de incógnitas adicionales. La
hipótesis H0 indica que el modelo Ax — t = y es válido, y que no es necesario
introducir incógnitas suplementarias a nuestro problema. La hipótesis
alternativa puede escribirse,
H4:EQJ=(A [79]
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Entonces se tiene que la diferencia entre las cantidades R0 y ~A sumas dc
los cuadrados de los residuales ponderados bajo tal hipótesis nula H0 y la




A0 - RA = ~ EKC [C
TEKCf’ CTPKt [81]
con K dada por [44] tiene bajo la hipótesis nula una distribución dada por
una X~Ib, o lo que es lo mismo, E
5 , es decir
E[(flo—RA)/4b / Hj=l,
mientras que bajo la hipótesis alternativa, HA, la misma cantidad tiene una
distribución Eh,. no central, es decir
E[(RO—RA) 0gt ¡ ÍÍÁLZZl + X¡b,
donde A es el parámetro de no centralidad fijado un nivel de significación a-
sea C el valor crítico correspondiente para la distribución E5,. entonces:
Se acepta H0 si (J%—RA)-/4 b < C
Se rechaza H0 si (Ro—RA)/u~ b > C, [82]
En estas consideraciones se ha supuesto el factor de varianza a
priori u~ conocido, esto puede no ser cierto, es decir, no se tiene información
a priori realista de la bondad de las observaciones. En este caso la cantidad
‘2
~— RA)! a0b, siendo &~ la estimación de la varianza de peso unidad u~, se
distribuye según una E51 central bajo la hipótesis nula, y no central bajo la
hipótesis alternativa, conf el número de grados de libertad del ajuste.
Tomemos b = 1, entonces la matriz C se reduce a un vector c, y si se toma
el vector cT= cT= (0~.. 1 0), cuando la matriz de pesos es diagonal, como
sucede normalmente en las aplicaciones geodésicas, evaluando [80] con [81]
se tiene
(Ro—RA)/u~ b= ¡t/«Ih¡ = ¡wj, [83]
es decir, resulta el residual tipificado i-ésimo, y la distribución de estas
cantidades es una Fha, esto es, N (0,1) bajo la hipótesis nula. Haciendo
variar i = í ni, se tiene el clásico procedimiento de «data-snooping» para
control de errores groseros en las observaciones.
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Vamos a aplicar esta teoria al caso de una red de nivelación astrogeodésica
en donde se manejan datos procedentes de desviaciones de la vertical
determinadas a partur de un DATUM geodésico local, y diferencias de
ondulación del geoide calculadas a partir de observaciones espaciales y
convenientemente transformadas al sistema geodésico local. Si suponemos
gran precisión a estas observaciones espaciales, se puede intentar contrastar
posibles sistematismos propios de las observaciones astronómicas de determi-
nación de longitud, en la componente ‘1 de la desviación de la vertical.
Para dos puntos .P~-, E,,- dato en desviación de la vertical, la diferencia de
ondulación del geoide viene dada por,






.A§—N—80, s,,,/2—89, s,,/2-a(0¡o) + 0>~~) s,J2
indicañdo por 0<0) los valores observados de la desviación de la vertical por
métodos astrogeodésicos, y por 60 los posibles sistematismos propios de la
observación astronómica, dados por,
80, =8A, cos4’, , 80,,=8A,, cos4,1
siempre que supongamos que afectan a la longitud astronómica, caso
totalmente coherente con la realidad.
Por otra parte, también tenemos observaciones espaciales de diferencia de-
ondulación del geoide, que se suponen libres de sistematismos, al menos
despreciables, frente a los anteriores. Estas observaciones pueden escribirse
para dos puntos 1% y P~ entre los que se haya hecho una de estas
observaciones, de la forma
A%-Nk= ANQk.
El planteamiento original del problema sería,
Ax—t=v, it.—. N(O,agQ),
donde el vector ir de incógnitas únicamente tendría ondulaciones del geoide.
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Si se introducen las incógnitas adicionales que contemplan posibles sistema-
tismos en la longitud astronómica, se tendría,
Air + Cy =_
y para contrastar la significación de las incógnitas y se puede utilizar la
hipótesis H0 dada por,




y un nivel de significación a. Entonces si,
se acepta la hipótesis U. En caso contrario, se acepta la hipótesis alternativa,
es decir, la existencia de posibles sistematismos en la componente r~ de la
desviación de la vertical.
Ahora bien, a pesar de que se acepte la hipótesis He,, lo que equivale a que
globalmente no hay sistematismos, es posible que algunas de las observaciones
de las que forme parte alguna componente del conjunto se vea afectada de
algún posible sistematismo, o equivalentemente, que existan errores groseros
en las observaciones, lo que se puede contrastar con el test de-Baarda antes
descrito.
Esta situación se presenta también cuando se quieren combinar en un
ajuste único, observaciones realizadas respecto de sistemas de referencia
distintos. Supongamos que se quieren determinar diferencias de ondulación
del geoide a partir de tres fuentes diferentes y esencialmente distintas, por
ejemplo con observaciones astronómicas y geodésicas, espaciales y gravimé-
tricas, y se quiere hacer una determinación del geoide combinado dentro de
un mismo mareo las tres clases de observaciones, referidas a priori a sistemas
dereferencia distintos. Para fines utilitarios los cálculos del geoide se suelen
hacer en el sistema geodésico local o particular vigente en cada país, que
denominaremos S~, sea 5,, el sistema espacial y S~ el sistema general que
utiliza la gravimetria. Ordinariamente se tiene información a priori sobre los
parámetros que definen la transformación de Helmert para ligar los distintos
sistemas, es decir, (Núñez, ¡987)
T(y) S~y=(X
0, Y0, Z0, w,, w,,, w3, dL da, de
2)
Sj’=(X¿, 1%, Z¿, w , w, w~, dL, da, de’)
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Así, si se conocen las diferencias de ondulación del geoide entre los puntos
j~, 1’1 de la red astrogeodésica, por métodos espaciales y gravimétricos, y si se
conoce los parámetros que definen los vectores y e y’, se pueden transformar
estas diferencias de ondulación al DATUM geodésico por
AN% (E, P)=AN0 (E,, P3+f
T(P. e,,»
siendo el vectorf(P,, E,) definido por (Núñez, 1987)( cos4, (P,) cos X (E,,) — cos4, (E,) cos A (E,)
y
cos44P,)senX(P,)—cos44P)senX(P,)
sen 4’ (P)—sen4, (E)
~2 R
1 (1’,,) sen 4, (P,) cos4, (E) sen A (P,)+e
2 R (E,)
sen 4, (E,) cos4, (1’,) sen A (E,)
2e R, (E,) sen 4, (E,,) cos4, (E,,) cos A (E,,)—e2 R, (E,)
sen 4, (E,) cos4, (E,) cos A (EJ
R, (E,) (1—e2 sen2 4, (E,,)) — R
1 (E,) (1—e’ sen’ 4. (E,))
(R, (E,) (1 —e’ sen
2 4. (E,,)) — R
1 (E,) (¡—e
2 sen2 4, (E)))Ia)
(—R, (E) sen2 4, (P,,)+R
1 (E,) sen’ 4, (E,))/a
Ahora bien, la información en cuanto a los parámetros de transformación
dada en los vectores ye yP, según su procedencia puede no ser fiable como para
garantizar la bondad de la transformación. Se puede por tanto considerar un
vector residual, sistemático, -
6y=(8X0,6Y0, 670, 8w1,8w,, 8w,,8L, 0, 0).
8y’=(BX,, 6Y~, 8Z~, 8w, 8w, 6w, 6L’, 0,0).
En los vectores
8y y 8y’ no se han considerado residuales en a y e2, puesto
que los parámetros que definen las dimensiones de los distintos elipsoides de
referencia vienen dados a priori, y en cuanto a los utilizados por la geodesia
espacial y la gravimétrica determinados por cálculos de carácter global, son
- mucho más fiables que los que a nivel local (de país) puedan hacerse.
Por tanto, el problema puede plantearse en la forma:
Ax+B8y=v v—N(O, c4Q),
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